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附录 数理统计和线性代数基础 

第六节 线性模型和方差分析 

这里用两因素（用 A 和 B 表示）的因子设计说明方差分析中的线性模型，假定因素 A

有 m 个水平，因素 B 有 n 个水平， ijky 表示因子组合 jiBA 下的第 k 个观测值。 

一、线性模型的建立 

用 ij 表示因子组合 jiBA 的理论值，则观测值 ijky 可先分解为 

ijkijijky    

其中 ijk 为试验误差，相互间独立，且服从均值为 0、方差为
2

 的正态分布，即 ),0(~ 2

 Nijk 。

进一步，设定： 


 


m

i

n

j

ij
mn 1 1

1
 ， 



 
n

j

iji
n 1

1
 ， 



 
m

i

ijj
m 1

1
  

可以看出， 即所有组合的平均数， i 为因素 A 的第 i 个水平的平均数， j 为因素 B 的第

j 个水平的平均数。设定因子水平 Ai的效应值为   iia ，Bj的效应值为    jjb ，

显然因子 A 的所有效应值之和为 0，因子 B 的所有效应值之和也为 0，因子组合 jiBA 的理论

值 ij 可进一步分解为 

])[( jiijjiij baba    

上式中， )(  ij 为组合 jiBA 的效应值，因此 ])[( jiij ba  为组合 jiBA 的效应值减

去 Ai 和 Bj的效应值，它衡量的是 Ai 和 Bj搭配时的互作效应，用符号 ijab)( 表示。容易验证 
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根据试验材料的不同，模型[A-11]的效应可以是固定的，称为固定模型（Fixed model）；

也可以是随机的，称为随机模型（Random model）；当然还会出现有些效应是固定效应，有些

效应是随机效应的情形，称为混和模型（Mixed model）。判断模型中的效应应该视为固定的

还是随机的，可借助以下两个原则。 

（1）当因子的水平是完全可以控制的时候，因子效应视为固定效应；当因子的水平不

是完全可以控制的时候，因子效应视为随机效应。 

（2）当试验个体是人为指定的时候，我们不一定要把结论推广到试验群体以外的其它

群体，这时试验个体的效应为固定效应；当试验个体是随机挑选的一个样本的时候，我们希

望从样本推断总体的性质，试验个体的效应为随机效应。 

这样就得到固定效应线性模型的完整表述： 

ijkijjiijk abbay   )(          [A-19] 
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其中 mi ,,1 表示因子 A 的第 i 个水平， nj ,,1 表示因子 B 的第 j 个水平， rk ,,1

表示第 k 个重复。 

在随机模型中，各效应不再是一个数值，而是一个随机变量。随机效应线性模型的完整

表述为： 

ijkijjiijk abbay   )(          [A-20] 
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二、线性模型的方差分析 

固定模型[A-11]和随机模型[A-12]有相同的自由度分解和平方和的分解，因此也有相同

的均方，所不同的是期望均方这一项（表 A-5）。表 A-5 中平方和的计算如下。设： 
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这样，我们可以将观测值与总平均数的离差分解为： 
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则总平方和可分解为 
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SS =SST-SSA-SSB-SSAB 或者  
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表 A-5 中均方由平方和除以自由度获得。根据表 A-5 中的期望均方，对固定模型来说，

各方差的估计量分别为： 
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表 A-5 两因子试验设计的方差分析 

方差来源 自由度 平方和 均方 
期望均方 

固定模型 随机模型 

因子 A m-1 SSA MSA= SSA/(m-1) 
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A×B (m-1)(n-1) SSAB MSAB=SSAB/[(m-1)(n-1)] 
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对随机模型来说，各方差的估计量分别为： 
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其它试验设计的线型模型和方程分析表可参照上述过程去建立。 


